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Методическое обеспечение управляемой самостоятельной работы 
по дисциплине компонента учреждения образования

«Методы многомерного статистического анализа»

для специальности

1-31 03 06 01 Экономическая кибернетика

(математические методы и компьютерное моделирование в экономике)

1Тема 1 Многомерные генеральная и выборочная совокупности


6Тема 2 Анализ таблиц сопряженности




Тема 1 Многомерные генеральная и выборочная совокупности

1 Распределение генеральной совокупности. 

Многомерный статистический анализ это раздел математической статистики, посвященный математическим методам построения оптимальных планов сбора, систематиза​ции, обработки и интерпретации многомерных статистических данных, нацеленным, в первую очередь, на выявление харак​тера и структуры взаимосвязей между компонентами исследуе​мого многомерного признака и предназначенным для полу​чения научных и практических выводов. Под многомерным признаком понимается 
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, среди кото​рых могут быть: количественные, т. е. скалярно измеряющие в определённой шкале степень проявления изучаемого свойства объекта; порядковые (или ординальные), т.е. позволяющие упорядочивать анализируемые объекты по степени проявления в них изучаемого свойства; классификационные (или номина​льные), т. е. позволяющие разбивать исследуемую совокуп​ность объектов на не поддающиеся упорядочиванию однород​ные (по анализируемому свойству) классы. Результаты изме​рения этих показателей
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на каждом из 
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 объектов исследуемой совокупности образуют последовательность многомерных наблюдений, или исходный массив многомерных данных для проведения многомерного статистического анализа. Значи​тельная часть многомерного статистического анализа обслуживает ситуации, в которых иссле​дуемый многомерный признак интерпретируется как много​мерная случайная величина и, соответственно, последователь​ность многомерных наблюдений (1.1) — как выборка из генераль​ной совокупности. В этом случае выбор методов обработки исходных статистических данных и анализ их свойств произ​водится на основе тех или иных допущений относительно при​роды многомерного (совместного) закона распределения веро​ятностей 
[image: image6.wmf])
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По содержанию многомерный статистический анализ может быть условно разбит на три основных подраздела:
· многомерный статистический анализ многомерных распределений и их основных характеристик;
· многомерный статистический анализ характера и структуры взаимосвязей между компонентами исследуемого многомерно​го признака;
· многомерный статистический анализ геометрической структуры исследуемой совокупности многомерных наблюдений.

Многомерный статистический анализ многомерных распределений и их основных харак​теристик охватывает лишь ситуации, в которых обрабатывае​мые наблюдения (1.1.) имеют вероятностную природу, т.е. интерпретируются как выборка из соответствующей генеральной совокупности. К основным задачам этого подраздела относят​ся:
· статистическое оценивание исследуемых многомерных распределений, их главных числовых характеристик и парамет​ров;
· исследование свойств используемых статистических оце​нок;
· исследование распределений вероятностей для ряда статистик, с помощью которых строятся статистические крите​рии проверки различных гипотез о вероятностной природе анализируемых многомерных данных. 
2 Некоторые характеристики генеральной совокупности. 

Основные результаты относятся к частному случаю, когда исследуемый признак 
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 подчинён многомерному нормальному закону распределения 
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где 
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 — вектор математических ожиданий ком​понент случайной величины 
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 — ковариационная матрица случайного век​тора 
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 — ковариации компонент вектора 
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 (рассматривается невырожденный случай, когда ранг 
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, вce результаты остаются справедливыми, но применительно к под​пространству меньшей размерности 
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, в которой оказывается сосредоточенным распределение вероятностей исследуемого случайного вектора 
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Так, если (1.1.) — последовательность независимых наблюдений, образующих случайную выборку из 
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, то оценками максимального правдоподобия для параметров 
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, уча​ствующих в (1.2.), являются соответственно статистики
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причём случайный вектор 
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-мерному нормальному закону 
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В рамках этой же схемы исследованы распределения и мо​менты таких выборочных характеристик многомерной случай​ной величины, как коэффициенты парной, частной и множест​венной корреляции, обобщённая дисперсия (т. е. статистика 
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 — статистика Хотеллинга. В частности, если определить в качестве выборочной ковариационной матрицы 
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[image: image37.wmf]V

ˆ

, а именно


[image: image38.wmf]V

n

n

S

n

ˆ

1

-

=

,
то распределение случайной величины 
[image: image39.wmf])

1

(

-

V

S

n

n

 стре​мится к 
[image: image40.wmf])

2

,

0

(

1

p

N

 при 
[image: image41.wmf]¥

®

n

, а случайные величины


[image: image42.wmf])

ˆ

(

)'

ˆ

(

)

1

(

)

1

(

1

2

m

m

m

m

-

-

-

-

=

-

-

-

n

S

n

n

p

p

n

T

n

p

p

n

                     (1.6.)
и

[image: image43.wmf])

ˆ

(

)'

ˆ

(

)

2

(

1

~

)

2

(

1

2

1

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

2

1

2

1

n

n

n

n

n

n

S

n

n

n

n

n

n

p

p

n

n

T

n

n

p

p

n

n

m

m

m

m

-

-

+

×

-

+

-

-

+

=

-

+

-

-

+

-

+

  (1.7.)
подчиняются 
[image: image44.wmf]F

-распределениям с числами степеней свободы соответственно 
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 — объёмы двух независимых выборок вида (1.1.), из​влечённых из одной и той же генеральной совокупности 
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— общая выборочная ковариационная матрица, построенная по оценкам 
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Многомерный статистический анализ характера и структуры взаимосвязей компонент ис​следуемого многомерного признака объединяет в себе понятия и результаты, обслуживающие такие методы и модели многомерного статистического анализа, как множественная регрессия, многомерный дисперсионный анализ и ковариационный анализ, факторный анализ и метод главных компонент, анализ канонических корреляций. Результаты, составляющие содержание этого подраздела, могут быть условно разделены на два основных типа.

1) Построение наилучших (в определённом смысле) стати​стических оценок для параметров упомянутых моделей и ана​лиз их свойств (точности, а в вероятностной постановке — законов их распределения, доверительных областей и т. д.). Так, пусть исследуемый многомерный признак 
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 интерпретируется как векторная случайная величина, подчинённая 
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 соответст​венно. Это определяет и соответствующее расчленение вектора математических ожиданий 
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, теоретической и выборочной ко​вариационных матриц 
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Тогда условное распределение подвектора 
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будут взаимно независимые статистики соответственно
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здесь распределение оценки 
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 (элементы ковариационной матрицы 
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Основные результаты по построению оценок параметров и исследованию их свойств в моделях факторного анализа, глав​ных компонент и канонических корреляций относятся к анали​зу вероятностно-статистических свойств собственных (харак​теристических) значений и векторов различных выборочных ковариационных матриц.

В схемах, не укладывающихся в рамки классической норма​льной модели, и тем более в рамки какой-либо вероятностной модели, основные результаты относятся к построению алго​ритмов (и исследованию их свойств) вычисления оценок пара​метров, наилучших с точки зрения некоторого экзогенно за​данного функционала качества (или адекватности) модели.

2) Построение статистических критериев для проверки раз​личных гипотез о структуре исследуемых взаимосвязей. В рам​ках многомерной нормальной модели (последовательности на​блюдений вида (1.1.) интерпретируются как случайные выборки из соответствующих многомерных нормальных генеральных совокупностей) построены, например, статистические крите​рии для проверки следующих гипотез.

I. Гипотезы 
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 о равенстве векторов математических ожиданий в нескольких генеральных совокуп​ностях (с одинаковыми, но неизвестными ковариационными матрицами), представленных своими выборками; проверяются с помощью статистики
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IV. Гипотезы 
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V. Гипотезы о взаимной независимости подвекторов - столбцов 
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Тема 2 Анализ таблиц сопряженности
1 Математическая модель

Анализ таблиц сопряженности (Contingency Table Analysis) – это раздел статистического анализа данных, объединяющий модели и методы исследования зависимостей между номинальными (классификационными) признаками на основе частот встречаемости тех или иных комбинаций значений этих признаков.

Пусть обследуется некоторая случайная совокупность из n объектов. У каждого из обследуемых объектов измеряются два номинальных (классификационных) признака X и Y. Признак X имеет I ≥ 2 градаций, а признак Y – J ≥ 2  градаций. Результаты наблюдений (выборке объема n) представлены (I × J) в таблице сопряженности признаков (таблица 1).

Таблица 1 – Таблица сопряженности для двух признаков (кросстабуляция)
	
	
	Y
	

	
	
	1
	2
	…
	J
	Всего

	X
	1
	n11
	n12
	…
	n1J
	n10

	
	2
	n21
	n22
	…
	n2J
	n20

	
	…
	…
	…
	…
	…
	…

	
	I
	nI1
	nI2
	…
	nIJ
	nI0

	
	Всего
	n01
	n02
	…
	n0J
	n


Здесь nij – число объектов из обследованной случайной совокупности, для которых признак X  имеет градацию i, i = 1, 2, …, I, а признак Y – градацию j, j = 1, 2, …, J, nij ∈ {1, 2, …, n}, 
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 – число объектов, обладающих j-й-градацией признака X, 
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При этом 
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Таким образом, таблицы сопряженности – это компактный способ представления данных, измеренных в так называемых «нечисловых» (номинальных или ординальных) шкалах, который позволяет использовать статистические методы для анализа зависимости (сопряженности) между номинальными признаками, а также строить модели зависимостей между данными признаками.

В предположении, что общее число наблюдений n фиксировано, различают две основные математические модели, приводящие к 
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-таблицам сопряженности.

Модель M1. Предполагается, что i-я строка (ni1, ni2, …, niJ) таблицы сопряженности (i = 
[image: image123.wmf]I

,

1

), включающая J случайных элементов, имеет полиномиальное распределение с элементарными вероятностями (qi1, qi2, …, qiJ) и фиксированным числом наблюдений ni0. При этом случайные выборки, соответствующие строкам с различными номерами, предполагаются независимыми в совокупности.

Модель M2. Предполагается, что совокупность всех I × J случайных элементов (n11, n12, …, nJJ) таблицы сопряженности имеет полиномиальное распределение с элементарными вероятностями (p11, …, pIJ) и фиксированным числом наблюдений n. В этом случае таблицу сопряженности можно интерпретировать как двухмерную гистограмму для n дискретных наблюдений с I × J возможными значениями.

Замечание. Аналогично вводятся в рассмотрение р-мерные таблицы сопряженности для р > 2 признаков X1, X2, …,Xp.
2  Постановка задач анализа таблиц сопряженности

Для модели M1 определим гипотезу однородности:
H01:
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означающую совпадение всех I полиномиальных распределений, порождающих строки таблицы сопряженности. 

С другой стороны, гипотеза H01 означает, что условная вероятность j-ой градации признака Y при условии, что признак X соответствует i-й градации, не зависит от i (i = 
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, j = 
[image: image129.wmf]J

,

1

). Таким образом, гипотеза H01 означает вероятностную независимость признаков X и Y.

Для модели M2 определим гипотезу о независимости признаков X и Y:
H02: pij = pi0∙p0j, pi0 = 
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По статистическим данным, представленным в виде (I × J)-таблицы сопряженности, требуется проверить гипотезы {H01, H̅01}, {
[image: image132.wmf]2

0

H

, H̅02} заданным уровнем значимости α и оценить «уровень тесноты связи» признаков X и Y.

3 Методы и алгоритмы

3.1 Анализ двухмерных таблиц сопряженности

Для проверки гипотезы независимости строк и столбцов двухмерной таблицы сопряженности используется χ2-статистика:

χ2 =
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которая при n → ∞ асимптотически распределена по закону χ2 с df = (I – 1)(J – 1) степенями свободы.
Гипотеза H01(H02) не отклоняется, если χ2набл < χ2кр =
[image: image134.wmf](

)

df

2

a

c

.
Принятие гипотезы также законно, если P-значение удовлетворяет условию: P > α. Здесь Р-значение определяется из соотношения:

P = 1 – Fdf(χ2набл),
где Fdf(χ2) – функция стандартного χ2-распределения с df степенями свободы.

Частный случай. В случае, когда I = J = 2, т. е. имеет место таблица сопряженности размерностью 2 × 2, статистика χ2 имеет одну степень свободы df = 1 и допускает представление

χ2 = 
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Ф. Иейтс (F. Yates) предложил модификацию статистики χ2, которая известна к статистика Иейтса:

χ2* = 
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Данная статистика имеет распределение, более близкое к распределению χ2. Гипотеза H01 (H02) не отклоняется, если χ2*набл < χ2кр =
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Замечание. Статистики χ2 и χ2* имеют лишь асимптотическое χ2-распределение и поэтому применимы, когда частоты в ячейках таблицы достаточно велики. Поэтому статистики χ2 для проверки гипотез нельзя использовать при малом объеме данных, например, когда указанные частоты не превосходят 5. В этих случаях целесообразно применять так называемый «точный» критерий Фишера.

Точный критерий был предложен Фишером. Здесь Р-значение вычисляется в соответствии с определением «Р-значение» – как вероятность получить наблюдаемые или еще более экстремальные распределения частот в таблице сопряженности при условии, что верна нулевая гипотеза о независимости (несопряженности) признаков. Для таблицы сопряженности 2 × 2 эти вероятности, в предположении о совместном полиномиальном распределении частот, вычисляются по формуле:

P =
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3.2  Количественные меры связи номинальных признаков

Если гипотеза о независимости номинальных признаков не может быть отклонена, то актуальна проблема измерения степени тесноты связи между рассматриваемыми признаками. Для этой цели используются различные количественные меры. Разнообразие мер связи обусловлено тем, что они учитывают различные аспекты взаимодействия номинальных признаков. Наиболее популярные в статистических пакетах меры связи для двух номинальных признаков, принимающих значения на множестве из двух градаций (будем называть их дихотомическими номинальными признаками).
Коэффициент Юла, или мера связи Q вычисляется по формуле

Q = 
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Очевидно, что Q ∈ [–1, 1]. 

Значения Q = – 1 и Q = 1 свидетельствуют об обратной (отрицательной) либо прямой (положительной) детерминированной связи, а значение Q = 0 означает независимость признаков. В предположении, что n → ∞ статистика Q имеет асимптотическое нормальное распределение с дисперсией:

Var(Q) = 
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Асимптотический 1 – α доверительный интервал для «истинных» значений степени связи, измеряемой с помощью меры Q определяется соотношением:
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где 
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 – интеграл вероятностей.
Поскольку значение Q = 0 «накрывается» доверительным интервалом, то на уровне значимости α = 0,05 гипотеза о независимости признаков не может быть отклонена, что согласуется с результатами применения точного критерия Фишера. 

В тех случаях, когда наблюдаются расхождения между результатами проверки гипотезы о независимости признаков на основе статистических тестов и меры связи Q, предпочтение отдают результатам, полученным с помощью тестов.
Отношения преобладания – это меры связи между двумя дихотомическими номинальными признаками, вычисляемые по формулам:
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Достоинством данных мер связи является их инвариантность относительно числа наблюдений и порядка нумерации категорий (градаций) признаков. Мера ψ в отличие от меры С позволяет обрабатывать таблицы с нулевыми ячейками. Мера logψ имеет более прозрачную интерпретацию, чем ψ: нулевое значение указывает на отсутствие связи между признаками.

Заметим, что меры связи Q и С удовлетворяют соотношению:
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Меры, основанные на статистике 
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Недостатком описанной выше статистики χ2 как меры связи между двумя номинальными признаками является то, что она принимает значения на бесконечном интервале [0, ∞) и ее значения трудно интерпретировать. Для устранения этого недостатка были предложены различные нормировки статистики χ2. Некоторые из полученных таким образом мер связи, имеющих содержательную статистическую, интерпретацию, приводятся ниже.

Коэффициент сопряженности: 
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Квадратный корень из среднего квадрата коэффициента сопряженности: 
[image: image149.wmf]n

2

c

=

F

,
Мера связи Чупрова: 
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Мера связи Крамера: 
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Чем больше C, Ф, Т, V, тем теснее зависимость признаков 
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 и 
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 и тем точнее можно прогнозировать один из этих признаков по значениям другого.
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